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6. まとめ
１　はじめに
生産スケジューリング問題を組合せ最適化問題ととらえる研究が数多くなされているが，それら
の多くは機械工業を想定したものであり、その代表例がフローショップやジョブショップに対する
理論的なスケジューリングの研究である。これに対して、装置産業にしばしば見られるような、
・上流工程のある作業に対して複数の後続作業が存在する「分岐」
・上流工程の作業の完了を待たず下流工程の作業に着手できる「時間重複生産」(連続刺身状の
方式[5]，ロットストリーミング[1]，トランスファーロット[2]）
を同時に許すモデルに対して、今泉と森戸[3][4]が解法を提示している。これら問題のジョブには、
機械工業を想定した問題で一般に仮定される「技術的加工順序で先行する作業の終了まで後続作業
は開始できない」という条件が存在しない。
本稿では，今泉と森戸[3][4]のスケジューリング問題に基づき、それらモデルのジョブが有する
性質を整理する。
２　用語の定義
モデルの詳細な説明に関しては、今泉と森戸[3][4]に譲り、以下では重要なものを再掲するとと
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もに、本稿で新たに必要する用語を説明する。
親作業・子作業 親作業は第１工程で加工される作業であり中間品を作り出し、子作業は第２工程
で加工される作業であり中間品を消費する。
親作業の中間品換算量 親作業が加工終了までに作り出す中間品の総量。問題のデータとして与え
られる。
子作業の中間品換算量 ある特定の子作業が加工開始から加工終了までに消費する中間品の総量。
問題のデータとして与えられる。
親作業の累積生産量 時間の経過に伴う親作業の中間品の累積生産量。
子作業の累積消費量 時間の経過に伴う子作業の中間品の消費生産量。
利用可能な中間品 親作業の累積生産量の時間推移から、特定の子作業の累積消費量を差し引いた
結果の、残りの子作業が使用可能な中間品の量。
なお、全作業のスケジュールが決まった段階で、中間在庫量の時間的推移が定まる。
３　前提条件
本稿では、議論の一般化と単純化のために今泉と森戸[3][4]の問題に対していくつかのいくつか
の前提条件を置く。
・他のジョブが存在しない状況で考える。
・兄弟作業が同一機械で加工される場合は考えない。
・親の開始が時刻０であると仮定して一般性を失わない。
・時間は連続化して考える。このことにより、親作業が作った中間品は作った瞬間に子作業が利用
可能である。
これに加えて、時間の経過に伴う各種変量の推移を表現する際に、 ( )yt, なる座標系を用いる。
その時、 tは時間を、 yは親作業の累積生産量、子作業の累積消費量、使用可能な中間品の時間推
移などを表す。
４　記号と概念の定義
以下のような記号を定義する。
P　親作業の加工時間
ip 　子作業 iの加工時間
ib 　子作業 iの開始時刻
ic 　子作業 iの終了時刻
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V 　親作業の中間品換算量
iv 　子作業 iの中間品換算量
また、ここで加工のスピードとは各作業の「中間品換算量÷加工時間」、すなわち親作業ならば
加工中における累積生産量の傾き(単位時間毎の親作業の中間品生産量)、子作業ならば加工中にお
ける累積消費量の傾き(単位時間毎の子作業の中間品消費量）を意味する。
５　ジョブに成り立つ性質
以下では、ある特定のジョブに限定してそのジョブ内で成立する種々の性質を提示する。
5.1 累積生産量について
性質１ 親作業の累積生産量は、 t の関数として以下のように表現できる。
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性質２ 子作業 iの累積消費量は、 t の関数として以下のように表現できる。
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5.2　子作業が一つの場合に成立すること
本節では、子作業一つしかない場合に限定して考える。これらの性質は、後述するように子が複
数ある場合に対して自然に拡張できる。ここでは、子作業が一つなので、添字は省略する。
命題１ 子作業が一つでかつ pP £ ならば、子作業の開始時刻は親作業の開始時刻以降の任意の時
刻が可能である。
系１ 子作業が一つでかつ子作業の加工スピードが親作業の加工スピード以下、すなわち、
P
V
p
v £
のとき、子作業は親作業の開始時刻以降の任意の時刻で開始可能である。
命題２ 子作業が一つでかつ Pp £ ならば、子作業の終了時刻は親作業の終了時刻以降である。
証明
vV = でかつ子作業の中間在庫換算量を親作業が加工し終るのは時刻 P であるため、どんなに子
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作業が早く開始しても時刻 Pよりも前に終了できない。また、 Pt = において親作業は累積で v の
量の中間品を作り終えており、この時刻以降のいつでも子作業の終了できる。したがって、子作業
の時刻は親作業の終了時刻以降である。
系２ 子作業が一つでかつ子作業の加工スピードが親作業の加工スピード以上、すなわち、
P
V
p
v ³
のとき、子作業の終了時刻 c は親作業の終了時刻以降である。
証明
vV = なので、 P
V
p
V ³ から、 Pp £ を得る。ここで命題２を用いれば、 Pc ³ を得る。　　　　■
5.3　子作業が複数の場合の基礎的性質:実行可能性について
前節の内容を承けて、子作業の数に依存しない場合に拡張をする。
性質３ ある実行可能なスケジュールにおいて、任意の子作業の開始時刻が遅くなったスケジュー
ルはやはり実行可能である。
性質４ 子作業がいくつであっても、特定の子作業 *i に関して P
V
p
v
i
i >
*
* が成り立てば、 Ppi <* である。
証明
Vvi <* なので、 1<< ** V
v
P
p ii が成り立つ。よって、 Ppi <* である。　　　　　　　　　　　 ■
命題３ ( )iPpi "³ ならば、全子作業の開始時刻が親作業の開始時刻以降の任意の時刻で可能であ
る。
命題４ 子作業が複数で ( )iPbi "³ 、すなわち全ての子作業の開始時刻が親作業の終了時刻以降で
あるような場合は、実行可能である。
証明
性質１より、時刻 P 以降、累積生産量は一定量のV である。また、　　　　なので、各子作業
が時刻 P以降の任意の時刻に開始しても、それらの中間在庫の総累積消費量はV 以下であり、か
つある特定の子作業 *i の累積消費量 ( )tyi* は Pt = 以降 ( ) ** £ ii vty なので、　　　　　　　　であ
る。したがって、特定の子作業 *i の中間在庫の消費によって他の子作業の開始時刻が影響を受け
ることはない。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
命題５ 子作業に関して ( )iPpi "£ が成立するとき、 ( )ipPb ii "-= は実行可能である。
証明
å=
i
ivV
( ) å
*¹
* ³-
ii
ii vtyV
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ii pPb -= とすると、性質２より、子作業それぞれの開始時刻以降、加工終了時刻までの累積消
費 量 は 　 　 　 　 　   で あ る 。 Pt = に お け る 全 子 作 業 の 累 積 消 費 量 の 総 和は
　 　 　 　 　 　 　 　 で、利用可能な中間品の量は　　　　　であり、かつ Pt = 以前では全て
の子の累積消費量の合計は　　　以下なので、実行可能である。　　　　　　　　　　　　　　■
性質５ 親作業と子作業の作業時間に関して、　　　　　　、　　　　　　とする。　　　　　　　
としたとき、親作業の累積生産量から子作業 ( )2Ci Î の累積消費量を差し引いた結果の利用可能
な中間品の時間推移は、 Pt ££0 においては点(0,0)を通る直線　　　　　　　　である。
命題６ 親作業と子作業の作業時間に関して、 { }PpiC i £=1 、 { }PpiC i >=2 とする。このとき、
( ) ( )2CiPpbc iii Î"=+= 、 ( )20 Cibi Î"= は実行可能である。
証明
子作業 ( )2Ci Î を時刻０で開始し、親作業の累積生産量の時間推移から子作業 iの累積消費量を差
し引くと、性質５から結果の利用可能な中間品の時間推移は Pt ££0 において直線であり、また
2C に属する子作業の累積消費量のみを差し引いたときの利用可能な中間品の量は Pt = において
　　　　　　　　　　　　　　なので、命題５を考慮すると、 ( )1CipPb ii Î"-= なるスケジュー
ルは実行可能である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
命題７ 子作業の集合をC とし、子作業 Ci Î の開始時刻は決まってないとする。特定の子作業 *i
に対して、 Pbi £* かつ Pci ³* が成り立ち、かつ
( )
V
vVP
b ii
*
*
-
³ が成立するとき、加工時間
V
Pv
P i*- 、中間品換算量が　　　　　　　の親と、子作業 { }*Î iCi \ からなるジョブに対する
議論に帰着できる。
証明
性質１、性質２から、子作業 *i が *ib で開始した場合の利用可能な中間品の推移は以下のように
なる。
( )å å=+-
i i
ii
i
i vpPP
p
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i
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となる。ここで、
( )
V
vVP
b ii
*
*
-
³ が成立するので、 *= ibt における利用可能な中間在庫に関して
( ) *** -=-´³´= iii vVvVV
P
P
Vb
P
Vy が成立する。
一方　　　　　　　なので、 *- ivV を上回る中間品換算量を持つ子作業は存在しないことから、
( ) ** ££- ii ctvVV
P
における利用可能な中間品推移は { }*Î iCi \ に対するスケジューリングに何ら
影響を与えない。また、 ( )*-££ ivVV
Pt0 において利用可能な中間品推移は直線的に変化する。
よって、 *i が *ib に開始するならば、 ( )*- ivVV
P
以降において、累積生産量が ( )*-££ ivVV
Pt0 に
おいて tP
Vy = 、 ( ) tvVV
P
i ³- * において *-= ivVy で表される(新たな)親と、 { }*iC \ からなる子作
業で構成されるジョブに対する議論に帰着して良い。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
5.4　子作業が二つの場合に成立すること
命題８ 子作業が二つで、
P
V
p
v
³
1
1 のとき、子作業１が開始できる最も早い時刻は 1
1 p
V
Pv
t -= であ
る。
証明
子作業１が 1
1 p
V
Pv
t -= で開始すると、性質２より 11 pbt += において子作業１の累積消費量は 1v
であり、その時点での親作業の累積生産量は 1
1 v
V
Pv
P
V =´ なので、 1
1
1 pV
Pv
tb -== なる開始時刻は
実行可能である。 1
1 p
V
Pv
t -< で開始した場合、 11 pbt += における利用可能な中間品量は負になり、
実行不可能である。よって、 1
1 p
V
Pv
t -= よりも早く開始することはできない。　　　　　　　 ■
命題９ 子作業が二つで、
P
V
p
v
³
1
1 でかつ 1
1
1 pV
Pv
b -= のとき、
V
Pv
b 12 ³ である。
証明
子作業１が 1
1 p
V
Pv
t -= で開始すると、命題８より
V
Pv
t 1= において利用可能な在庫量が０になる
ので、子作業２の開始時刻 2b は V
Pv
t 1= 以降になる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ■
*££ ictP
*³ ict
Ptbi ££*
*££ ibt0
=- *ivV
{ }*Î
å
iCi \
iv
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命題10 子作業が二つで、
P
V
p
v
³
1
1 の子作業１が最早で開始したとき、
 i) 
P
V
p
v
³
2
2 ならば、 22 pPb -³ は実行可能である。
ii) 
P
V
p
v
<
2
2 ならば、 12 cb ³ なる実行可能スケジュールが存在し、 Pc ³2 である。
証明
命題８より、子作業１の開始時刻は 1
1 p
V
Pv
t -= であり、
V
Pv
t 1= に利用可能在庫が０になる。こ
のとき、 Pt
V
Pv
t ££= 1 における利用可能な中間品在庫は ÷
ø
öç
è
æ -=
V
Pv
t
P
Vy 1 であり、 Pt = のとき
2vy = なので、 V
Pv
t 1= に開始して子を一つ持つ親だと見なせば、系２及び系１を用いることがで
きる。i)の場合は、系２より 22 pPb -= は実行可能である。ii)の場合は、系１より 1ct = 以降任
意の時刻で開始して実行可能であり、その終了時刻は累積消費量の傾きを考慮すれば明らかに P
以降である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
命題11（開始時刻不変則）子作業が二つで、 P
V
p
v
P
V
p
v >>
2
2
1
1 、 と仮定する。もし、子作業１の開始
時刻 1b が 11
1 pPb
V
Pv
-<£ の範囲にあるとき、子作業２の最早開始時刻は 2pP - である。
証明
命題８や命題10のii)項から、子作業１が最早で開始した場合の開始時刻は 1
1 p
V
Pv
t -= であり、
子作業２の開始時刻 22 bPb -= は実行可能である。一方、子作業１の終了時刻は P以前であるため、
その累積消費量は ( )Pct £= 1 において 1v となる。 12 vVv -= であることを考慮すると、利用可能な
中間品の量が Pt = になる前に子作業２の必要とする累積消費量 2v に達することはない。よって、
Pt = よりも前に終了するような開始時刻は実行可能ではない。　　　　　　　　　　　　　　 ■
命題12（開始時刻交換則(その１)）子作業が二つで
P
V
p
v
<
1
1 かつ 1pP < 、 P
V
p
v
>
2
2 とする。子作業
１の開始時刻 1b が 2
2
10 pV
Pv
b -<£ を満足するとき、もし子作業１の開始時刻が微小時間 e 遅く
なると、子作業２の最早開始時刻は
11
1
PvVp
Pv
-
e
だけ早くなる。
証明
性質１と性質２より、子作業１の累積消費量を差し引いた利用可能な中間品の推移は、
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である。
1pP < より、時刻 Pにおいて子作業１の累積消費量は 1v に達していないので、 21 vvV += を考慮
すると、子作業２は時刻 P以前に開始可能である。一方、開始時刻が 1b の前提下で子作業２が開
始できる最早の時刻 tˆ は、 Pt ££0 において利用可能な中間品推移が 2v になる時刻 t~とすると
2
~ˆ ptt -= である。また、子作業１の開始時刻 1b は仮定より 2
2
1 pV
Pv
b -< でり、 2
2 p
V
Pv
t -= にお
いては親作業の累積生産量は 2v 以下であるから利用可能な中間品推移も 2v に達しないので、
2
2
2 pV
Pv
b -> となる。
さて、 Ptb ££1 で、子作業１の累積消費量を差し引いた利用可能な中間品が 2v になるのは
( )
11
1121
PvVp
vbvpP
t
-
-
= のときなので、子作業２は
( )
2
11
1121
2 pPvVp
vbvpP
b -
-
-
= に開始できる。ここで、 2b は
1b の関数なので、これを 1b で微分すれば、
11
1
1
2
PvVp
Pv
db
db
-
-=
を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
命題13（開始時刻交換則(その２)）子作業が二つで、 Pp <1 , Pp <2 かつ P
V
p
v
<
1
1 ,
P
V
p
v
<
2
2 を満足
し、さらに
P
V
p
v
p
v
P
V ££-
2
2
1
1
を満たすとする。このとき、子作業１の開始時刻 1b が 110 pPb -<£ のとき、子作業１の開始時
刻が微小時間e遅くなったとき、子作業２の最早開始時刻は、
21
12
vp
vp e
だけ早くなる。
証明
111 pbtb +££ における子作業１の累積消費量は、 ( )1
1
1 bt
p
v
y -= なので、利用可能な中間品の推
10 bt ££
Ptb ££1
11 pbtP +££
11 pbt +³
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移は 1
1
1
1
1 b
p
v
t
P
v
P
Vy +÷÷
ø
ö
çç
è
æ
-= である。子作業２がの開始時刻が実行可能なのは、子作業２の累積消費
量が上記の利用可能な中間品推移を超えないような開始時刻のときである。すなわち、点
),( 1
1
1
1
1
1
1 bp
v
p
p
v
P
Vp +÷÷
ø
ö
çç
è
æ
- を通る、傾き
2
2
p
v
の直線の t軸との交点とその右側が実行可能な開始時刻
となり、交点の t座標の値が 2b に等しい。すなわち、 ÷÷ø
ö
ççè
æ
--+-= 1
1
1
1
1
2
21
2
2
2 bp
v
v
P
Vp
p
vp
v
p
b であり、こ
れを 1b で微分すると、
21
12
1
2
vp
vp
db
db -=
を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
命題14（開始時刻不変・交換則）子作業が二つで、 Pp <1 かつ P
V
p
v
£
1
1 、
P
V
p
v
³
2
2 とする。もし、
子作業１の開始時刻 1b が 11 pPb -£ ならば、子作業２の開始できる最早開始時刻は 2pP - である。
子作業１の開始時刻 1b が 11 pPb -> のとき開始時刻交換則が成り立ち、子作業１の開始時刻が微
小時間 e 遅くなると、子作業２の最早開始時刻は
11
1
PvVp
Pv
-
e
だけ早くなる。
証明
子作業１の開始時刻 1b ( )1pP -< の前提下における利用可能な中間品推移は、
ï
ï
ï
ï
î
ï
ï
ï
ï
í
ì
=-
-
+÷÷ø
ö
ççè
æ
-
=
,
,
,
,
21
1
1
11
1
1
vvV
vt
P
V
p
vb
p
v
P
V
t
P
V
y
である。このとき、子作業２が開始できるのは自明に 2pPt -= 以降である。よって、 11 pPb -£
である限り、子作業２の開始時刻が 2pP - より早くなることはない。
一方、 Pb £1 かつ Pc ³1 が成り立つとき、利用可能な中間品推移は、
( )
ï
ï
ï
ï
î
ï
ï
ï
ï
í
ì
=-
--
+÷÷
ø
ö
çç
è
æ
-
=
,
,
,
,
21
1
1
1
1
11
1
1
vvV
bt
p
v
V
p
vb
p
v
P
V
t
P
V
y
10 bt ££
Ptb ££1
11 pbtP +££
11 pbt +³
111 pbtb +££
Pt ³
Ptpb ££+ 11
10 bt ££
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である。そのとき、 Ptb ££1 で利用可能な中間品推移が 2v となるのは、
11
1121
PvVp
vPbvPpt
-
-=
のときで、これが子作業２が最早で終了できる時刻であるから、子作業２の最早開始時刻は、
2
11
1121
2 pPvVp
vPbvPpb -
-
-=
となる。これを 2b は 1b の関数なので 1b で微分すると、
11
1
1
2
PvVp
Pv
db
db
-
-=
を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
命題15（開始時刻交換則(その３)） PpPp >< 21 , だとする。もし、
１．
2
2
1
1
p
v
p
v
P
V +³ ならば、二つの子は任意の開始時刻が実行可能である。
２．
2
2
1
1
p
v
p
v
P
V +³ ならば、子作業１の開始時刻 ( )111 0 pPbb -<£ が微小時間 e 遅くなったとき、
子作業２の最早開始時刻は e÷÷ø
ö
ççè
æ
-1
2
2
Pv
Vp
だけ早まる。
証明
１.は、二つの子の累積消費量の傾きの和が親の累積生産量の傾きよりも緩やかか等しいので、
開始時刻にかかわらずどの時間においても累積生産量が累積消費量の合計を下回ることはなく、命
題は証明される。
２.は以下の通り。子作業１の開始時刻 1b としたときの利用可能な中間在庫推移は、
110 pPb -££ において 1
1
1
1
1 b
p
v
t
p
v
P
Vy +÷÷
ø
ö
çç
è
æ
-= であり、 11 pbt += のときの利用可能な在庫量は
( ) 111 vpbP
V -+ である。
2
2
1
1
p
v
p
v
P
V £- より、 111 pbtb +££ での利用可能な在庫量推移の傾きよりも子作業２の累積消費
量の傾きは大きい。よって、子作業２の最早開始時刻は、子作業２の累積消費量の推移がこの点
( ) ),( 11111 vpbP
Vpb -++ を通るときの t 軸との交点の t 座標値になる。
そこで子作業２の開始時刻を 2b としたとき上記の点を通ると仮定すると、子２の累積消費量の
推移は ( )2
2
2 bt
p
v
y -= なので、この直線が上記の点を通るとすると 1b と 2b には以下のような関係が
成り立つ。
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2
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b ++-÷÷ø
ö
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ここで、 2b を 1b の関数とみて 1b で微分すると、
÷÷ø
ö
ççè
æ
-=
2
2
1
2 1
Pv
Vp
db
db
を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
5.5　子作業が複数でかつ特別な場合に成立すること
子作業が３つでも、ある１つの作業の開始時刻が与えられた前提下で、利用可能な中間品の推移
がある範囲において直線的に推移すれば、それを親の累積生産量とみなした２つの子作業に関する
議論に帰着可能である。ただし、累積生産量の「傾き」は、与えられた特定の子作業の開始時刻が
いつかによって異なる。
性質６ Pp =3 かつ 03 =b のとき、子作業３の累積消費量を差し引いた利用可能な中間品を、子作
業１と子作業２の仮想的な親の累積生産量とみなせば、子作業３の存在にかかわらず２つの子作
業の場合の性質が当てはまる。
性質７ Pb =3 のとき、 ( )210 vvV
Pt +££ おいて、子作業１と子作業２の２つの子作業のみの場合の
性質が当てはまる。
性質８ Pp >3 かつ 03 =b のとき、 ( )
32
2
210 PvVp
Pp
vvt
-
+££ において、子作業１と子作業２の２つ
の子作業のみの場合の性質が当てはまる。
６　まとめ
本論文では、ジョブの分岐と重複生産を許すような並列機械フローショップにおけるジョブの性
質に関する性質を、子作業の数の観点から整理してきた。これら以外にも成立する性質は存在する
と考えられるが、子作業の数が多くなるほど一般化が難しくなると考えられる。また、本稿で提示
した性質群も、その成立の条件や範囲については、さらに細かく分析する余地を残している。
今後の課題は、上で触れた性質の精緻化とともに、このような性質を、スケジューリング生成の
メカニズムや実際のスケジューリング手順においてどのように役立てるかを探ることである。
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